Wtasnosci funkeji absolutnie cigglych — teoria

Definicja. Funkcja f: [a,0] — R jest absolutnie ciagta (f € AC([a,?])), jesli dla
dowolnego € > 0 istnieje 0 > 0 takie, ze 3, [ f(d;) — f(c;)| < € dla kazdej roztacznej
rodziny przedziatow (c;,d;) C [a,b] o tacznej diugosci 3o, |d; — ¢;| < 0. Uwaga:
mozna rozwazaé¢ skonczone lub przeliczalne rodziny przedzialow; nie ma to wptywu
na definicje.

Zadanie 1. Wykaza¢, ze jesli f € L'(a,b), to funkcja postaci

0= e

Zadanie 2. Wykaza¢, ze kazda funkcja absolutnie ciagta (na skoniczonym przedziale)
ma skonczone wahanie.

jest absolutnie ciagta na [a, b].

Definicja. Funkcja f jest osobliwa, jesli klasyczna pochodna f istnieje p.w. i jest
rowna 0 na zbiorze pelnej miary.

Twierdzenie. Jedli funkcja f: [a,b] — R jest absolutnie ciagla i osobliwa, to jest
stata.

Zarys dowodu. Oznaczmy zbiér pelej miary F = {f’ = 0}. Ustalmy ¢ > 0 i do-
bierzmy 0 > 0 zgodnie z definicja absolutnej ciggtodci. Sprawdzamy, ze

|f )<5}

jest pokryciem Vitaliego E i otrzymujemy F' = {[c;,d;]} jak w lemacie. Z definicji
rodziny F mamy

F = {[chU

Z|f ¢;) 52 e(b—a).

Rozwazmy tez rodzing przedziatow F” = {[c}, d}]} dopemiajaca F' do podziatu [a, b].
Zauwazmy, ze maja one taczng dtugosé 3o, |d; — | < 0, a wige 32 | f(d)) — f(c))| < e

j
z absolutnej ciagtosci. Z nieréwnosci tréjk@ta otrzymujemy wiec

|£(b) <O_Nfdy) = flepl+ D0 1f(dy) = f(e)l < e(d—a) +e.

Przejscie graniczne € \ 0 daje teze (kazdy podprzedzial rozwazamy analogicznie).
O



Twierdzenie. Nastepujace warunki sg réwnowazne dla funkeji g: [a,b] — R:
1. g € AC(a, b)),
2. istnieje funkcja f € L'(a,b) taka, ze g(x) — g(a) = [T f(t) dt dla x € [a, 1],
3. pochodna ¢ istnieje p.w., g € L'(a,b) oraz g(z) — g(a) = [F4'(t)dt dla
x € [a,b],
4. g € Wl to znaczy g € L'(a,b) oraz istnieje funkcja f € L'(a,b) taka, ze

b b
/a g(x)¢'(x) doe = —/a f(z)p(x) dz  dla kazdej funkeji ¢ € C°((a,b)).

Dowéd. Wynikanie 3 — 2 jest oczywiste, a 2 — 1 jest trescia zadania 5, wiec skupimy
sic na 1 — 3. Skoro w szczegdlnosci ¢ € BV, to ¢ istnieje p.w. oraz ¢’ € L.
Poréwnajmy funkcje ¢ z funkcja g(z) = [ ¢/, ktéra réwniez jest absolutnie ciagta.
7 twierdzenia Lebesgue’a o rozniczkowaniu wynika, ze § = ¢’ p.w. Roznica g —7 jest
zarazem absolutnie ciggta i osobliwa, a wiec stale réwna g(a), co dowodzi punktu 3.

Réwnowaznos¢ 2 < 4 jest godna uwagi, gdyz korzysta z zupelnie innych narzedzi.
Implikacja 2 — 4 korzysta z twierdzenia Fubiniego:

/abg(l»)gof<x) dr = /ab /abf(y)wl(x)lygx dy da
= [ 1)) ~ o)) dy
= —/abf(y)w(y) dy.

Dla wykazania 4 — 2 zdefiniujmy g wzorem g(z) = [ f. Woéwczas rdznica g — g ma
zerowg staba pochodna, tzn. [(¢g — g)¢’ = 0 dla kazdego ¢ € C2°. Stad wynika juz
g — g = const (¢wiczenie na whasnosci splotu), a wiec punkt 2. O

Zadanie 3. Pokaza¢ implikacje 1 — 2, stosujac twierdzenie Radona-Nikodyma do
miary danej przez u((c,d)) = f(d) — f(c), a nastepnie implikacje 2 — 3 przez twier-
dzenie Lebesgue’a o rézniczkowaniu.



